Matematické vzdélavani pro 21. stoleti rozviji
kreativitu a komunikacni dovednosti

Kvalitni matematické vzdélavani nema podle OECD rozvijet jen talent budoucich ma-
tematik’, védcU a inZenyru, ale miuze zlepsovat kreativitu, kritické mysleni, komu-
nikaéni schopnosti, tymovou praci a sebediuvéru celé populace zakao.

Regeni problémi je jédrem veskerého matematického
vzd&ldvani. Reseni komplexnich, nezndmych a nerutinnich
probléma (CUN — complex, unfamiliar and non-routine
problems) musi byt zdkladnim kamenem efektivniho ma-
tematického vzdéldvéni pro 21. stoleti. Zatimco Z4ci fesici
rutinni problémy se mohou spoléhat na memorovini, fe-
$eni CUN problém vyZaduje matematické dovednosti,
které zahrnuji nejen logiku a dedukci, ale také intuici,
smysl pro &isla a vyvozovani zdvértl. Inovativni spole¢nosti
totiz vyzaduji kreativitu v matematice stejné jako v jinych
oblastech. Zm¢énil se také pfistup k matematické komuni-
kaci — z4ci viech vékovych skupin jsou vedeni k tomu, aby
se zapojovali do matematickych diskusi, sdileli ndpady a
feeni a vysvétlovali své vlastni mysleni. Rozvijen{ téchto
kompetenci mize vést ke zlepseni tzv. mékkych doved-
nosti, jakoz i matematické gramotnosti ob¢an.

Ackoli se feseni problému v matematice vyucovalo jiz od
Cast starych Reki, ne-li difve, pojeti feSeni problémd se
dramaticky zménilo v poslednim desetileti. V minulosti
se ,feseni problémt“ tykalo zejména aplikace hotovych
algoritmu pfi feSeni rutinnich cvi¢eni a slovnich uloh.
Nyni, podle Programu pro mezindrodni testovani stu-
dentt (PISA), vytvotfeného OECD, jenz hodnoti mate-
matické dovednosti pro 21. stoleti, by se mélo zamérit
na ,schopnost zaku analyzovat, zdiivodnovat a efektivné
komunikovat, kdyZ formuluji, fe$i a interpretuji mate-
matické problémy v rozmanitych situacich tykajicich se
kvantitativni, prostorové, pravdépodobnostni nebo jiné
matematické oblasti (OECD, 2004, s. 37)'. Zici
museji byt ,matematicky gramotni — je tfeba, aby ,dis-
ponovali matematickymi znalostmi a chdpanim, apliko-
vali znalosti a dovednosti v klicovych matematickych
oblastech ... a aktivovali své matematické kompetence
k feSeni problémut, s nimiz se setkdvaji v zivoté®
(OECD, 2004, s. 37; viz také OECD, 2013)°.

Pojem ,feseni probléma“ md dvé slozky: typ pro-
blému, ktery md byt vyfesen, a znalosti a dovednosti po-
tiebné k jeho vyfeseni. Tradi¢ni typy matematickych
tloh obsahuji aritmetické vypoéty, urcité rovnice, geo-
metrické tlohy a ,,rutinni“ slovni tlohy, které se obvykle
sklddaji ze dvou nebo tfi vét obsahujicich matematickou
informaci a otdzku, kterd zéky vede k vytvofeni vhodné

rovnice pro vyfeseni tlohy. V geometrii se studenti se-
znamuji s vlastnostmi tvarti a pouc¢kami o nich (OECD,
2004). Vsechny potifebné informace jsou pfitom ob-
vykle uvedeny v zaddni dlohy — Zdci maji aplikovat
poucky a timto zpiisobem je ovéfit.

Dovednosti potiebné k feseni téchto typt tloh jsou
limitované a jejich osvojovéni se obvykle sklddd z pred-
veden{ vhodné techniky, po némz nisleduje procvico-
vén{ fady podobnych dloh (napt. Schoenfeld, 1992)°.
Navzdory tomu, Ze je rozvoj matematického mysleni
jednim z hlavnich cila vyuky matematiky, Yan a Li-
anghuo (2006)* zjistili, ze vétsina tloh v uéebnicich ma-
tematiky zastupuje tyto rutinni problémy, kde je ob-
vykle zfejmé, jakd matematika je vyzadovdna. Dusled-
kem toho fada zdka pfipousti, Ze memorovani je nejda-
lezitéj$i dovednosti, kterou potiebuji k tspéchu pfi ho-
dindch matematiky (Schoenfeld, 1992).

Ukoly pro zittejsi svét

V kontrastu s témito tradi¢nimi matematickymi pro-
blémy se typ matematickych tloh vhodnych pro 21. sto-
leti li$f nejen v obsahu, pojeti a kontextu, v némz jsou
zaddvdny, ale také v postupech potiebnych k jejich vy-
feseni. Obsah téchto problémt podle PISA (OECD,
2004, 2013, 2014°) nastifiuje matematické myslenky,
kontext ¢asto spojuje matematické dlohy s autentickymi
situacemi ze Zivota (od osobnich k vefejnym a védeckym
situacim) a jejich pojeti je komplexn¢jsi nez u tradi¢nich
matematickych problémi. Ulohy mohou obsahovat
matematické informace, které nejsou vzdy ptimo vyjdd-
fené, a mohou mit také vice spravnych odpovédi. Tyto
tkoly ,pro zitfejsi svét“ se mohou sklddat z celého od-
stavce textu, v némz je obsaZena matematickd infor-
mace. Zci jsou vyzvani k tomu, aby udélali rozhodnuti
zalozené na jejich matematickych znalostech a postu-
pech, keré provadéji. Ukoly ¢asto obsahuji riizné druhy
obrazného zndzornéni a nékdy také Zddaji, aby zici vy-
hleddvali dodate¢né informace s vyuzitim pocitace nebo
jinych zdroja. Tyto vypocetni tlohy se mohou od tra-
di¢nich lisit i v tom, Ze po Zdcich pozaduji nejen prove-
deni vypoctu, ale také vysvétlent jejich uvazovdni a popis
fedeni problému. Zici jsou také Casto vyzvani, aby za-
dany tkol fesili riznymi zplsoby, navrhli kreativni po-
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stupy feSeni, zvézili a kriticky zhodnotili své vlastni fe-
Senf a feSeni ostatnich. Jmenované typy tkolt jsou ty-
pickou soudisti testovani PISA 2012 (OECD, 2014).

Smyslem tohoto piehledu nenif fici, Ze by rutinni cvi-
¢ent a tikoly mély byt vytazeny z kurikula. Resent rutin-
nich problémi je nezbytné pro procvicovini, dokonalé
zvlddnuti poletnich ukont a schopnost reagovat auto-
maticky. Matematické vzdéldvani by ale soucasné mélo
jit nad rdmec rutinnich dkoli a zahrnovat inovativni
problémy, které jsou komplexni, nezndmé a nerutinni
(CUN).

Ruazné typy tkolt pfirozené vyzaduji riizné typy po-
stuptl a dovednosti pro feseni. Pokud tkoly vychdzeji
z kontextu skute¢ného svéta, zici museji nejprve rozpo-
znat, o ¢em problém je a jaké matematické znalosti je
tieba aktivovat pro jeho vyfeseni. Aby to mohli udélat,
je nezbytné, aby propojili své znalosti s informacemi po-
skytnutymi v tloze. Potom museji fesitelé postupné na-
vrhnout strategie pro ,transformovani problému do ta-
kové podoby, na niz Ize uplatnit pfimé matematické fe-
seni“ (OECD, 2004). Zavére¢né kroky zahrnujf ur¢itou
formu reflexe vysledku, jeho dplnosti a platnosti pro
dany piipad (OECD, 2004, 2013, 2014).

Nisledujici tabulka obsahuje tii ptiklady se stejnym
kontextem (nakupovdni a proddvdni). Prvni tloha je
velmi oteviend, ma vice spridvnych feseni zdvisejicich na
souboru predpokladi a informaci, keeré si Zdci k jejimu
fedeni vyberou. Uloha s pizzou je také oteviend, obsa-
huje ale specifické informace. Tteti piiklad predstavuje
rutinni dlohu.

Piiklady CUN, autentickych a rutinnich dkolit
Uloha se supermarketem — piiklad CUN tlohy

Neékolik supermarketiy pred prazdninami inzerovalo, Ze jsou nejlevnéj-
$tm supermarketem ve mésté. Vybledejte potiebné informace a zjistéte,
ktery z reklamnich materidlii md pravdu.

Uloha s pizzou — priklad autentické dlohy

Cena pizzy Primér Cena piilohy
eur cm eur

PIZZA BOOM

Osobni pizza 3.50 15 4.00
Mald 3.50 15 4.00
Stfedni 6.50 23 7.75
Velkd 12.50 38 14.45
Extra velkd 15.50 45 17.75
SUPER PIZZA

Mald 8.65 30 9.95
Stiedn{ 9.65 35 10.95
Velkd 11.65 40 12.95
MCPIZZA

Mald 6.95 25 1.00
Velka 9.95 35 1.25

Tvoji spoluzici organizuji party. Skola poskytne nealkoholické nipaje,
tvym sikolem je objednat pizzy. T¥idni rozpocet &ini 85.00 eur. Samo-
ziejmé chees koupit tolik pizz, kolik mizes. Mas k dispozici jidelni listek
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1 mistnich pizza restauraci. Porovnej ceny a navrhni tfidnimu poklad-
nikovi nejlevnéjsi nabidku. Napis pokladnikovi zprdvu, v niz sviyj nd-
vrh odiwodnis.

Prodej — ptiklad rutinni dlohy

V supermarketu A stoji 1 kg masa 8 eur a 1 kg driibeze 4 eura. V super-
marketu B stoji 1 kg masa 7 eur a 1 kg driibeze 5 eur. Pan Jonson chce
koupit 3 kg masa a 2 kg dritbeze. Ktery supermarket je levnéjsi?

Nové typy matematickych tloh, které jsou komplexni,
nezndmé a nerutinni (CUN) a presahuji tradi¢ni zpa-
soby feseni problémd, jsou lépe pfizpusobeny piipravé
z4k(i na autentické vyuziti matematiky. Tyto typy pro-
blému se vztahuji jak na formdlni situace, tak na situace
z redlného Zivota, jsou propojené s predchozimi zna-
lostmi a zkusenostmi, obsahuji rtiznd zndzornéni a vzory
logickych tdsudkd, maji jedno nebo vice spravnych fe-
Seni a pobizeji k reflexi na vech trovnich feseni pro-
blému. Reseni CUN dloh je zalozeno na tradi¢nich zna-
lostech a dovednostech, ale vyzaduje také dodatecny,
nadfazeny soubor dovednosti.

Vyznam matematického uvazovini

Usuzovéni odkazuje na schopnost ddvat vécem smysl,
zji$tovat a ovéfovat fakta a zménit nebo odavodnit po-
stupy a pfedstavy. Matematické uvazovini zahrnuje dti-
kazy, logiku, pti¢inu a ndsledek, deduktivni myslen, in-
duktivni mysleni a vyvozovdni zdvéri. Matematické
uvazovani je tudiz zalozeno na schopnosti reflektovat fe-
Seni, aplikovat tsudek a na schopnosti jasné vyjadrit
vlastni matematické mysleni. Matematické uvazovani
také ¢asto zahrnuje intuici, smysl pro ¢isla a logicky tsu-
dek (Steen, 1999)°.

Zlep$ovini matematického uvazovini je nedilnou
souddsti primdrnich a sekunddrnich $kolnich standarda
popsanych  Ndrodni radou uditeli matematiky
(NCTM, 2000)” a dalsimi, jako napiiklad Rdmcem ma-
tematického kurikula v New Jersey (Matematickd koa-
lice v New Jersey a Ministerstvo skolstvi stdtu New Jer-
sey, 1996)®. Je také v souladu s definici matematické gra-
motnosti PISA (OECD, 2004, 2012). Pro ilustraci, r4-
mec matematického kurikula v New Jersey (New Jersey
Mathematics Curriculum Framework — NJMCF) uvddi:

Vsichni Zdci budou rozvijet schopnost uvazovani a
stanou se samostatnymi, nezdvislymi ,matematickymi
mysliteli“... Matematické uvazovdni je kritickd doved-
nost, kterd zikiim umoznuje pouzivat véechny dalsi ma-
tematické dovednosti. S rozvojem matematického uva-
zovani zdci pozndvaji, Ze matematika md smysl a muze
byt pochopena. U¢i se, jak vyhodnotit situace, vybrat
strategie feSeni problému, navrhnout logické zévéry, na-
chdzet a popisovat feseni a rozpoznat, jak mohou byt fe-
Seni aplikovdna. ,Matemati¢ti myslitelé jsou schopni
reflektovat feseni problému a urcit, zda dédvaji ¢i nedd-



vaji smysl. Uvédomuji si v§udyptitomné vyuziti uvazo-
van{ a jeho silu. Z4ci museji umét posoudit sprévnost
svych odpovédi; museji byt schopni aplikovat matema-
tické uvazovani v dal$ich pfedmétech a ve svém kazdo-
dennim zivoté. Museji rozpoznat, Ze matematické uva-
zovani muze byt pouzito v rtiznych situacich, aby jim
pomobhlo rozhodnout se a dospét k feseni. (Matematickd
koalice v New Jersey a Ministerstvo Skolstvi stdtu New
Jersey, 1996, s. 1).

Matematickd kreativita a objevovani problému
Podstatou matematiky je feSeni problémi, které je Casto
spojovano s ,technickymi dovednostmi“ oboru a ,,védé-
nim jak®“. V inovativnich spole¢nostech je zdsadné dile-
zitd schopnost nachdzet ,,jiny pohled na véc®: vytvafet ori-
gindlni ndpady a spojeni mezi riznymi objekty, pfistupy
nebo disciplinami. Pod pojem matematickd kreativita né-
kdy zafazujeme také objevovani nebo nastolovini pro-
blémi s odkazem na Sirokou $kalu kompetenci od formu-
lovéni otdzky nebo otdzek vztazenych k zadanému mate-
matickému textu az po objeveni inovativnich probléma.

V hodindch matematiky se objevovani problému ob-
vykle vyuzivd jako prostfedek k usnadnéni feseni tikolu.
Béhem udent se, jak fesit konkrétni typ tlohy, Zici pro-
cvicuji také objevovdni problému, které mize byt na
druhou stranu mnohem ndro¢néjsi nez samotné feseni
problému. Vlastni definice objevovdni problému souvisi
s kreativitou, kterd je spojena také s hledinim alternativ-
nich feseni, rozpozndnim inovativnich probléma nebo
zvdzenim definici problému (Silver, 1997% Csikszent-
mihalyi, 1996").

Objevovdni problému studenty bylo obsdhle vy-
zkouseno v hodindch matematiky (vynikajici piehled
podévd Silver, 1997). Zéci byvaji vyzvini k tomu, aby
pro oteviené Ulohy navrhli vice spravnych feseni, nebo
jsou vedeni k navrhovani riznych strategii pro feseni za-
daného tkolu. Prodiskutovdni a vyhodnoceni feseni
prezentovanych spoluzdky muze vést zdky k predlozeni
vice fesenti, hleddni rliznych druht metod a navrzeni ne-
obvyklych feseni.

Uloha s pizzou uvedend v tabulce ilustruje, jak muze
byt v hodiné matematiky rozvijena kreativita. Aby byl
tkol splnén, je mozné vyuzit rozmanité interpretace.
Zici se museji rozhodnout, které polozky do analyzy za-
hrnou, a pfitom zohlednit jejich mnozstvi a cenu. Po-
dobné postupy se pouzivaji také pfi feseni tlohy se su-
permarketem. Z4k, ktery do analyzy zahrne jen potra-
viny, muze ziskat odlisnou odpovéd nez jeho spoluzik,
ktery analyzuje vzorek vsech véci nebo polozky, které se
Castéji proddvaji. Tyto tkoly nemaji jedinou spridvnou
odpovéd a razné odpovedi zdvisi na jejich zdkladni in-
terpretaci. Uvedené druhy kol mohou byt zaddviny

na rtiznych vzdéldvacich Grovnich v zdvislosti na mate-
matickych znalostech a kompetencich zdku.

Podle OECD ptedstavuje kreativni mysleni , kogni-
tivn{ aktivitu, kterd vede k nachdzeni feSeni novych pro-
blému. Kritické mysleni doprovézi kreativni mysleni a
je uplatiovdno pfi vyhodnocovini moinych feseni®
(OECD, 20125 s. 13). CUN problémy mohou pomoci
rozvijet nékteré z téchto aspekttt mysleni a kreativity.
Zéroven zidkim umoziuji vyrovnat se s nejistotou a nut-
nosti délat rozhodnuti.

Pfinosy komunikace v hodindch matematiky
Komunikace v matematice se tyka ¢teni, psani a mluveni
o matematice. Ne¢kdy jsou vSechny tii kompetence pro-
pojeny dohromady pod pojmem ,matematicky diskurs®.
Zakladni pfistup ke komunikaci v hodindch matema-
tiky se zménil v zdvéru 90. let a na za¢dtku nového stoleti.
Predtim se ucitelé domnivali, Ze jejich hlavni roli je Sifit
znalosti, fakta a algoritmy, a od Zdk{ obvykle oc¢ekévali,
ze je budou opakovat (Brooks a Brooks, 1993)"" . Komu-
nikaci v hodindch matematiky pfitom vedli hlavné uci-
telé. On nebo ona byli tim jedinym, kdo ,mluvi mate-
maticky, pfinds{ Zzdkiim nové matematické myslenky
s vyuzitim ,matematického jazyka“ a vysvétluje mate-
matické symboly a terminy tak, aby mohly byt vyuzity
k feSeni problému. Za téchto okolnosti vétsina ucitela
spoléhala hlavné na ucebnice (Ben-Peretz, 1990)'* a 74ci
pracovali individudlné, aby nové postupy a algoritmy
zvldli. Vzhledem k tomu, Ze ucebnice obsahovaly pfe-
dev$im rutinni dkoly (Yan a Lianghuo, 2006) a Zici na
nich individudlné pracovali, byl zde maly prostor pro
vedeni zdka k diskusi, vysvétlovdni nebo pro jejich za-
pojeni do jakékoliv formy matematického diskursu.
Zména v obsahu, postupech a kontextu matematic-
kého vzdélévani pro 21. stoleti pfirozené vedla (nebo
méla vést) ke zméné zdkladniho piistupu k matematické
komunikaci ve tfidé. Kdyz jsou zéci postaveni pfed CUN
problémy, je nevyhnutelné, aby spole¢né sdileli ndpady,
diskutovali o feseni tkolt a vysvétlovali vlastni mysleni.
At uz jde o pisemnou nebo ustni komunikaci, Zdci se
museji vyjadfovat jasné, presvédcivé a presné. Light a
Mevarech (1992)" ukdzali, ze vzdjemnd argumentace je
efektivnim prostfedkem pro dosazeni kognitivni zmény,
nebot vysvétlovani a poslouchdni ndpadu ostatnich po-
skytuje zdkam prileZitost podivat se na feSeni raznymi
pohledy. Navic reflektuje nejen jejich vlastni feseni, ale
také fedenf ostatnich. Webb (1989)' v sérii studif ukdzal,
ze béhem vzdjemné argumentace maji z diskursu sice pro-
spéch vsichni jeho tcastnici, ale ten, kdo vysvétleni po-
dévi, z toho profituje jesté vice nez ti, keefi poslouchaji.
Matematickd komunikace muze také pomdhat pfi obje-
vovan{ chyb a mylnych ndzort, které by jinak zastaly
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skryté. Zaci nékdy udélaji dvé chyby, keeré se navzdjem
vyrusi, a ziskaji tim sprédvnou odpovéd. Pritom pouze
pomoci matematické komunikace je mozné tyto chyby

odhalit.

Matematickd komunikace zlepsuje i socidlni dovednosti
Vyznam matematické komunikace se neomezuje jen na
star$i studenty. Ndrodni rada uditeld matematiky (Nati-
onal Council of Teachers— NCTM) ve Spojenych stitech
vysvétluje, ze matematickd komunikace musi zadit v at-
lém véku a pokracovat od matefské skoly az do konce
stfedni a vysoké skoly. Podle komunika¢nich standarda
NCTM (2000, s. 59) by zdci méli umét:

* udfidit a sjednotit své matematické mysleni prostfed-
nictvim komunikace;

* vyjadfit své matematické mysleni souvisle a jasné
smérem k vrstevnikiim, ucitelim a ostatnim;

* analyzovat a vyhodnotit své matematické mysleni a
strategie ostatnich;

* pouzivat jazyk matematiky k pfesnému vyjddfeni
matematickych pojma.

NCTM neni jedinym institutem, ktery zdaraznuje
vyznam komunikace v hodinich matematiky. Rdmec
PISA naptiklad opakované uvadi, jak je dulezité, aby zdci
své matematické uvazovini odtivodnovali. Podle OECD
jsou komunika¢ni kompetence vyzadoviny na vsech
trovnich az do nejvy$s$i drovné, v niz ,zdci dokdzou
piesné popsat své kroky a uvazovani tykajici se jejich zjis-
téni, interpretaci a argumenta“ (OECD, 2004, s. 55).

Vyznam komunikace pro feSeni CUN problému do-
kldd4, Ze matematickd komunikace zlep$uje také nékteré
aspekty socidlnich dovednosti, které jsou velmi dulezité
v redlném Zivoté. Podle OECD (2004) zahrnuje pojem
socidlni dovednosti schopnost: 1) vytvdfet, udrzovat a
organizovat vztahy s ostatnimi; 2) spolupracovat s ostat-
nimi pii tymové préci, sdilet zodpovédnost, vést a pod-
porovat ostatni; 3) zvlddat a fesit problémy nebo kon-
flikty, keeré vznikaji ve skupiné kvili rozdilnym potfe-
bdm, zdjmam, cilam nebo hodnotdm.

Komunikace je dulezitou soucisti socidlnich doved-
nosti, nebot spoluprice s ostatnimi vyzaduje schopnost
souvisle prezentovat vlastni myslenky a naslouchat ostat-
nim, dévat a pfijimat konstruktivni zpétnou vazbu, chdpat
dynamiku diskusi, schopnost vyjedndvat a n¢kdy se také
vzdat. P feSeni konfliktd je tieba zvéZit zdjmy a potfeby
sebe sama a ostatnich a hledat fesent, z nichz budou profi-
tovat obé¢ strany. Vedlejsim produktem zlepseni matema-
tického uvazovdni a komunikace tedy muize byt rozvoj so-
cidlnich dovednosti, coz je sém o sobé¢ dulezity vysledek.

Prelozila Alena Nova
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